Regression and Clinical
prediction models



Objetivos

 Continuar a introduzir conceitos e praticas em
modelos estatisticos de regressao.

* Apresentar e discutir propriedades e limitacoes do
modelo linear simples como exemplo de regressao.



Dispersao

- Quando se dispdem
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dados de um desfecho
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preditor categorico
(boxplot pode ser uma
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Dispersao

Tabela 1: Dados de imunizacao e taxa de mortalidade de 11 dos 20 paises amostrados

Taxa de
Porcentagem Mortalidade por
Imunizagao 1000 nascidos
vivos
Bolivia 77 118
Brasil 69 65
Camboja 32 184
Canada 85 8
China 94 43
Republica 99 12
Tcheca
Egito 89 55
Etiopia 13 208
Finlandia 95 7

Franca 95 9
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Dispersao

* Como relacionar o percentual de criancas imunizadas
contra DPT com a taxa de mortalidade até 5 anos?

* Primeiramente, pode-se tracar um grafico para
verificar a relacao entre a imunizacao e a taxa de
mortalidade.

* Qual seria o grafico mais apropriado a esse tipo de
analise?



Dispersao

e O grafico passa a ideia
de que quanto menor a
porcentagem de
imunizacao de DPT no
pais, maior a taxa de
mortalidade por 1000
nascidos vivos.
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Dispersao

* Assim, o grafico de dispersao pode ser entendido como uma
demonstracao visual (ou nuvem de pontos) relacionando as
quantidades alcancadas para cada unidade (observacao) na
variavel X (eixo horizontal) e Y (eixo vertical).

 No exemplo, cada ponto (unidade de observacao) representa
um pais diferente da tabela acima.

* Assim, no grafico os valores de taxa de mortalidade e
cobertura vacinal de cada pais correspondem a coordenadas
de pontos, por exemplo o Brasil possui coordenadas X=69eY
=65, ou seja, (X=69, Y =65).
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Os padrdes possivelmente observados entre duas variaveis X e Y.
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Correlacao vs Regressao

Correlacao — é o grau de relacao linear de duas variaveis
guantitativas. Neste caso, desconsidera-se uma relacao de
dependéncia ou preditor/desfecho na associacao.

— Exemplos: Coeficiente de correlacao de Pearson, Coeficiente de
correlacao de Spearman.

Regressao — uma variavel é definida como resposta
(quantitativa ou qualitativa) e usa uma ou mais varidaveis como
potenciais variaveis explicativas ou preditoras.

— O objetivo da regressao é predizer o valor do desfecho (resposta) ou
explicar o comportamento (variacao) do desfecho (resposta).



Correlacao

- . A Taxa de . . . . . :
Pais %lmunizagio Lo (Xi-X) (Yi-¥) (X-XNYi-V) (Xi-X)2 (vi-v)?
Eficpia 13 208 64,4 149 -95956 414736 22201
Camboja 32 184 454 125 -S67TS 2061,16 156825
Senegal 47 145 -304 86 -2614 4 924 16 7396
Grécio 54 9 -234 -50 1170 547 56 2500
Brousil &% 45 -84 6 -50,4 70,56 36
Federagdo Russa 7 32 -44 27 118.,8 19,36 729
Turguic 7é a7 -14 28 -33,2 1,96 Th4
Bolivia 77 118 -04 59 -23.6 0,16 3481
Canada a5 8 TE  -51 -387.6 57,76 2601
Japdo ar & 96 -53 -508.8 92,16 2809
India ag 124 11,6 865 T54 134 56 4225
Egito ag 55 116 -4 -46 4 134 56 16
Reino Unido &0 2 12,6 -50 -630 158,76 2500
Mexico &1 33 136 -26 -353,6 184,96 BTE
China G4 43 16,6 -16 -265,6 275,56 256
Franga &5 9 17,6 -50 -880 309,76 2500
Finldndia &5 7 17,6 -52 -915,2 309,76 2704
talic &5 10 17,6 49 -B62 4 309,76 2401
Poldnia &8 14 20,6 43 -B85.8 424 36 1849
Feplblica Tcheca oo 12 216 A7 -1015,2 466 56 2209
MEDIA ; 7740 55,00 SOMA 0,00 0,00 (--EETDE,DD-“:]I]ESD,ED 77498 00
DESVIO-PADRAD f_ggﬁ_E Eﬂ:__'_':: T
— 22706

CORRELACAOQ= -0,79

r=
(20 —1)% 23.65x 63.87
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Correlacao

 r - +1indica correlacao linear positiva (r = 1 correlacao linear
positiva perfeita)

* r— -lindica correlacdo linear negativa (r = -1 correlacao
linear negativa perfeita)

 r— 0indica auséncia de correlacao linear



Correlacao

Para fazer inferéncia da existéncia de correlacao para a
populacao?
r =-0.79 é a correlacao amostral e nao a populacional.

No teste de hipotese para a correlacao, as hipoteses podem
ser escritas como:

Ou seja, essas hipoteses testam se a correlacao na populacao
é igual/diferente de zero.



Correlacao

* Pulando a especificacao da estatistica do teste de correlacao e
o valor tabelado...

* Repetindo o exemplo da vacinacao e mortalidade infantil:

> cor.test (bancoS$porc,banco$tm)
Pearson's product-moment correlation

data: banco$porc and banco$tm

t = -5.4864, df = 18, p-value 3.281e-05

alternative hypothesis: true correlation is not equal to 0

95 percent confidence interval:

<Z0.9137250 -0.5362744 >

sample estimates:

COr

-0.7910654

* Existe evidéncia estatistica suficiente ao nivel de 5%, para rejeitar a
hipdtese nula e afirmar que a correlacao na populacao é diferente de 0.



Correlacao

* Limitacoes:
— O coeficiente s6 quantifica o grau de relacao linear
(relacdes nao monotonicas ndao sao capturadas)
— O coeficiente de correlacao é sensivel a dados extremos

— Nao pode ser extrapolado para valores além dos
observados nas variaveis X e Y

— Nao permite uma interpretacao de efeito de Xem Y

e Alternativa nao paramétrica

— Coeficiente de relacao de postos (Spearman)

e Exatamente a mesma operagcao mas com postos ao
invés de valores observados e suas médias.



Regressao linear

E 0 mais simples modelo de regressio

A regressao linear pretende verificar a relacao linear entre uma ou
mais variaveis explicativas/preditoras/independentes (que podem
ser qualitativas ou quantitativas) e uma variavel quantitativa
(resposta/desfecho/dependente)

A regressao linear pode ser dividida em duas estratégias de analise,
de acordo com o numero de variaveis envolvidas: simples ou
multipla.
A regressao linear simples envolve apenas duas variaveis:

— 12: variavel resposta (ou desfecho)

— 22:variavel preditor (ou explicativa, ou independente)
Assim, permite verificar para cada mudanca na variavel preditora, a

mudanca esperada na variavel resposta. Com isso podemos estimar
ou prever a variavel resposta.



Regressao linear

* Aregressao linear simples pode ser definida por uma equacao
com componentes deterministico e aleatorio.

Y, =B, + BX, + ¢

\ ' J L'J

deterministico aleatorio

* Onde Xi é o valor da variavel explicativa na i-ésima
observacao, Yi é o valor da variavel resposta ou desfecho na i-
ésima observacao.

* j-ésima observacao = observacao sendo analisada, pode ser a
primeira, segunda, ..., Ultima (i = indice ou a posicao nos
dados)



Regressao linear

* Os nomes das estimativas da regressao linear diferem dos
nomes dos parametros:

Parametro Estimativa
Y, =B, + BX,+ ¢ Y, =b, + bx,

\ ' J L'J

deterministico aleatorio




Regressao linear

* B, € ointercepto, 0
valor onde a reta
de regressao corta
o eixo da resposta
Y (vertical), onde x
(preditor) =0

* [,determina a ~
inclinacao da reta -
de regressao ~ |
(slope). Mudanca AT | B
esperadaemypara l

Po
cada aumento de

uma unidade em x.



Regressao linear

Exemplificando com um estudo conduzido para identificar
preditores de baixo peso ao nascer, conduzido no Baystate
Medical Center, Springfield, durante o ano de 1986.

Neste estudo foram disponibilizadas as variaveis peso da mae
no ultimo periodo menstrual e peso ao nascer (em gramas)
para 189 nascimentos.

Como analisar a relacao entre peso da mae e peso do bebé?
Quais seriam as variaveis resposta e explicativa?
Qual a melhor reta que se ajusta aos dados?



Regressao linear

* Arelacao pode ser investigada através de uma regressao
linear simples onde o peso ao nascer é a variavel resposta e
peso da mae a variavel preditora.
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Regressao linear

 Mesmo grafico com a reta do melhor ajuste.

Y, = b, + bx;
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Regressao linear

e (Calculo da tabela de analise de variancia (ANOVA)

— Através da soma dos quadrados, pode-se construir a tabela de analise
de variancia. Como objetivo de calcular a variabilidade do modelo e
dos residuos. (onde k é o numero de coeficientes a serem estimados)

Modelo <% _7) _sou K-1 QMM= QMM/QMR
CE SQM/k-1
Residuo ER n-k QMR=
T =S SQR/n-k
Total .2 n-1 QMT=
> (%,-Y) =501
= SQR/n-1
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Regressao linear

A tabela de ANOVA testa se existe ao menos um coeficiente
significativo no modelo (diferente de zero).

0 Hy: B, =B, =B; =B,
0 Hi: B, #0ouB, #0ouB;#0ouB,#0

l )
!

Linear multiplo

1

H,
Hy: By

: B
.. B

Bl

\

—

|

Linear simples

QMM

QMR

— Se p-valor < a. Rejeito H,, existe ao menos um coeficiente diferente de
zero (ou significativo) no modelo.

» Estatistica-teste (F de Snedecor): F =

— Caso deseje olhar a tabela F, o valor critico é determinado por (k-1) e
(n-k) graus de liberdade.



Regressao linear

e Como achar o melhor ajuste (melhor reta)?

— A estimacao dos coeficientes do modelo, utiliza o
método dos minimos quadrados, que minimizam
a soma do quadrado dos desvios da reta ajustada
pelo modelo.

i

minimiza SR =2 =S -3.)

i=l1

Intercepto :b, =Y —b, X

> XY, —-nXY
Inclnacio :b, ==

i Xf —n(X)?
i=1




egressao

> summary (aov (bwt ~ lwt, data = birthwt))
Df Sum Sg Mean Sqg F value Pr (>F)
1wt 1 3448639 3448639 6.681 0.0105 *
Residuals 187 96521017 516155
Signif. codes: 0 ‘Y***/ (0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.” 0.1 v’ 1
> reg <- Ilm(bwt ~ lwt, data = birthwt)
> summary (reg)

CeilL 1N
Im(formula = bwt ~ lwt, data = birthwt)

Residuals:

Min 10 Median 30 Max
-2192.12 -497.97 -3.84 508.32 2075.60
Coefficients:

Estimate Std. Error t wvalue Pr(>]|t])
(Intercept) 2369.624 228.493 10.371 <2e-16 **x*
1wt 4.429 1.713 2.585 0.0105 =

Signif. codes: 0 ‘***’/ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 '.” 0.1 Y’ 1
Residual standard error: 718.4 on 187 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.0345, Adjusted R-squared: 0.02933
F-statistic: 6.681 on 1 and 187 DF, p-value: 0.0105
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Regressao linear

Este teste verifica se cada coeficiente é significante no
modelo, ou seja, se ele é ou nao igual a zero.

Hy: ;=0
H :6,+0
}6;' —0
f =
Estatistica-teste (t de student): o

No caso de regressao linear simples, note que o p-valor da
ANOVA sera igual ao do teste do coeficiente, pois as hipoteses
Sao iguais, 0 que nao acontece na regressao multipla.



Regressao linear

 Como fazer uma estimativa de um valor de peso ao
nascimento do bebé dado que se sabe o peso da mae ao
inicio da gestacao, por exemplo de 150 libras?

Yi = b, + b;x;
Y, = 2369.624 + 4.429 x 150 = 3033.59

— Inclinacao:

* Espera-se que o peso médio dos nascidos aumente em 4.429 gramas a cada
aumento de 1 libra no peso da mae na ultima menstruacao.

— Intercepto:
* O peso médio em gramas dos nascidos é de 2369.624, caso X fosse igual azero.



Regressao linear

A qualidade de ajuste pode ser medida pelo coeficiente de
determinacao (R2)
— Quanto mais proximo de 1, melhor o ajuste do modelo

— Ainterpretacao da medida pode ser realizada em porcentagem. No
geral, é dificil encontrar valores muito altos para o R2.

— No modelo de regressao linear simples ele pode ser obtido pelo
qguadrado do coeficiente de correlacao linear de Pearson.

_som

R2 =
SQT



Regressao linear

Pressupostos da regressao linear

Independéncia: Os valores da variavel resposta sao independentes.

Linearidade: A variavel resposta € uma funcao linear das variaveis
dependentes.
Homocedasticidade: Variancia constante

Distribuicao normal: Y tem distribuicdo normal quando condicionado aos
valores de X (pyx)

O erro aleatdrio (residuo) do modelo deve ter as seguintes
propriedades:
— Meédia igual a zero, variancia constante e distribuicao aproximadamente

normal.

— Além disso, os erros nao devem estar correlacionados.

Mais adiante, sera mostrado como verificar essas propriedades
através de graficos de residuos
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